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В данной работе рассмотрены и протестированы различные модификации дискретных кинетических моделей,

описывающих одночастичную функцию распределения. Проведено сравнение тестовых решений с решениями,

полученными явными методами решения уравнений газовой динамики. Приведен контрпример, показывающий

необходимость учёта последовательности вывода уравнений используемого метода.
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Введение

В данной работе мы рассмотрим нетривиальный подход к созданию вычислительных алгоритмов решения
уравнений газовой динамики. Для создания кинетически-согласованных разностных схем (КСРС) сначала
строится разностная аппроксимация уравнения Больцмана. Затем эта аппроксимация осредняется по ско-
ростям молекул и выводятся разностные уравнения для газодинамических параметров. В традиционных
методах решения уравнений газовой динамики последовательность действий иная. Сначала производит-
ся осреднение по скоростям молекул уравнения Больцмана с использованием предположения о функции
распределения с получением уравнений Навье —Стокса или Эйлера. И только затем строится разностная
аппроксимация.

1 Кинетически-согласованные разностные схемы

Примем следующую модель изменения одночастичной функции распределения [2]. В момент времени 𝑡𝑛 для
каждого отрезка [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1] существует своя постоянная на отрезке одначастичная функция распределения,
совпадающая с максвелловской. Газодинамические параметры 𝜌𝑗 , 𝑢𝑗 , 𝑝𝑗 постоянны на отрезке. За время
𝜏 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 газ совершает бесстолкновительный разлёт. В каждый момент 𝑡𝑛 происходит мгновенная
максвеллизация функции распределения. Отметим, что для газодинамических процессов максвелловское
распределение одначастичной функции является адекватным. Именно эта функция соответствует столкно-
вениям молекул в газе. После осреднения по скоростям молекул получается громоздкая схема с интегралом
ошибок:
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где 𝜌 плотность газа, ℎ — шаг сетки по пространству, 𝑇 — температура, 𝑝 = 𝜌𝑅𝑇 — давление, 𝑢 — скорость

газа, 𝛾 — показатель адиабаты, 𝜀 = 𝑅𝑇
𝛾−1 — внутренняя энергия, 𝐸 = 𝜌𝑢2

2 + 𝜌𝜀 — полная энергия. Интеграл

ошибок erf(𝑥) = 2√
𝜋

∫︀ 𝑥

0
exp(−𝑧2)𝑑𝑧, где 𝑠 = 𝛽𝑢, 𝛽 = 1√

2𝑅𝑇
. Центральная разность для аппроксимации первой

производной 𝑎𝑥̇ = 𝑎𝑖+1−𝑎𝑖−1

2ℎ . Разностная аппроксимация второй производной 𝑎𝑥̄𝑥 = 𝑎𝑖+1−2𝑎𝑖+𝑎𝑖−1

2ℎ2 .

2 Квазигазоинамическая система уравнений

Квазигазодинамическая система уравнений (КГУ) является одной из форм дифференциальной записи КСРС [3].
КГУ часто используется при вычислениях из-за её относительной простоты:
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где 𝜏𝑐 ≈ ℎ
2𝑐 — кинетическое время, за которое молекулы пересекают границу ячейки.

Отметим, что система газодинамических уравнений имеет гиперболический тип, а КГУ — параболиче-
ский [4].

3 Схема с направленными разностями

Рассмотрим схему с направленными разностями первого порядка [5] с тремя вариантами правой части 𝐹 =
(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)
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где 𝑢𝑛±
𝑖 =
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𝑖 ±|𝑢𝑛

𝑖 |
2 , ℎ, 𝜏 шаги по пространству и времени. 𝐹 = (0, 0, 0)𝑇 соответствует первоначальной схеме

с направленными разностями.
Схема с направленными разностями с правой частью КСРС (1):
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Схема с направленными разностями с правой частью КГУ (2):
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⎛⎜⎝ 𝜏𝑐(𝜌𝑢
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(︁
𝑝
𝜌 (𝐸 + 𝑝)
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4 Схема Стегера —Варминга

Аналогично рассмотрим схему Стегера —Варминга [6] с тремя вариантами правой части:

𝑈𝑛+1
𝑖 − 𝑈𝑛

𝑖

𝜏
+

𝐹𝑛
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𝑗−1/2

ℎ
= 0, (6)

где

𝑈 = (𝜌, 𝜌𝑢,𝐸)𝑇 , 𝐹𝑗+1/2 = 𝐴+
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2
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2
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𝑐2 −(𝛾 − 1) 1

𝑐2

−𝑢𝑐+ (𝛾 − 1)𝑢
2

2 𝑐− (𝛾 − 1)𝑢 𝛾 − 1

⎞⎟⎠ ,
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⎛⎝ 1
2𝑐2 1 1
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1
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1
2𝑐2 (𝐻 − 𝑢𝑐) 𝑢2

2
1
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⎞⎠ .

𝐹 = (0, 0, 0)𝑇 определяет схему Стегера —Варминга, 𝐹 = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)
𝑇 из (4) и (5) соответствует схеме Стеге-

ра —Варминга с КСРС (1) и КГУ (2).

5 Результаты тестов

Рассмотрим поведение невязкого газа в одномерном случае на примере задачи Римана с известным точным
решением [7]. При 𝑥 = 𝑥0 стоит перегородка, разделяющая газ в трубе. С левой стороны перегородки газ
имеет параметры 𝜌1, 𝑢1, 𝑝1, а с правой 𝜌2, 𝑢2, 𝑝2. Для определённости будем считать, что 𝑝1 > 𝑝2. В таком
случае начальные данные задачи примут следующий вид:

Начальные данные: 𝜌1 = 1, 𝑢1 = 0, 𝑝1 = 1, 𝜌2 = 0.125, 𝑢2 = 0, 𝑝2 = 0.1. В момент времени 𝑡 = 0 перегородку
убирают.

Рассмотрим результаты тестов, отображающие погрешность решения в среднеквадратичной норме, при
различных шагах по времени и пространству в момент времени 𝑡 = 1.

Графики (рис. 1 а, b) показывают, что КСРС точнее, чем первоначальная схема с направленными раз-
ностями (3). КГУ имеет преимущество при малых шагах по пространству и требует улучшения порядка
сходимости по времени. Отметим, что КГУ второго порядка сходимости по времени с добавленной второй
временной производной имеет параболический тип решаемой системы уравнений [4].

Графики (рис. 2 a, b) демонстрируют, что добавление правой части 𝐹 = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)
𝑇 (4,5) понижает

точность первоначальной схемы Стегера —Варминга (6). Это связано с тем, что схема Стегера —Варминга
получена методом, основанном на характеристиках. Этод метод не согласуется с способом построения КСРС
и КГУ. Этот контрпример показывает необходимость учёта метода получения схемы.

Рассмотрим скорости сходимости при измельчении шага дискретизации. Порядок точности 𝒫(ℎ) опреде-
ляется для некоторой величины 𝑓 , рассматриваемой с последовательным уменьшением шага ℎ, при помощи
правила Рунге [8]:

𝒫(ℎ) = lim
ℎ→0

(︁
log2

𝑓(2ℎ)− 𝑓(ℎ)

𝑓(ℎ)− 𝑓(ℎ/2)

)︁
.

График (рис. 3 a, b) показывает, что порядок сходимости не достигает первого порядка на примере закона
сохранения масс:
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а) б)

Рис. 1: Погрешность в среднеквадратичной норме схемы с направленными разностями (квадратный сим-
вол), схемы с направленными разностями с КСРС (круглый символ), с КГУ (треугольный символ). (a) —
различные шаги по пространству при 𝜏 = 0.001. (b) — различные шаги по времени при ℎ = 0.01.

а) б)

Рис. 2: Погрешность в среднеквадратичной норме схемы Стегера —Варминга (квадратный символ), схемы
Стегера —Варминга с КСРС (круглый символ), с КГУ (треугольный символ). (a) — различные шаги по
пространству при 𝜏 = 0.001. (b) — различные шаги по времени при ℎ = 0.01.

𝑓𝜌 =

𝑥2∫︁
𝑥1

𝜌(𝑥, 𝑡2) 𝑑𝑥−
𝑥2∫︁

𝑥1

𝜌(𝑥, 𝑡1) 𝑑𝑥+

𝑡2∫︁
𝑡1

(𝜌𝑢)(𝑥2, 𝑡) 𝑑𝑡−
𝑡2∫︁

𝑡1

(𝜌𝑢)(𝑥1, 𝑡) 𝑑𝑡.

На разрывных решениях порядок аппроксимации не достигает первой степени [8]. Определение точности
порядка для разрывных решений связано с областью определения этих решений и зависит от области в
которой производится расчёт.

Заключение

В работе были рассмотрен вывод уравнений КСРС и КГУ. Этот подход использован для схемы с направлен-
ными разностями и схемы Стегера —Варминга. Проведена серия тестов для задачи Римана на сгущающихся
сетках. Схема с направленными разностями для КСРС и КГУ показала высокую точность. Так же были по-
казаны плюсы и минусы КСРС и КГУ. Построенный контрпример с применением схемы Стегера —Варминга
показал необходимость учёта последовательности вывода уравнений КСРС и КГУ.
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а) б)

Рис. 3: Порядок сходимости плотности 𝜌 при различных шагах по пространству, 𝜏 = 0.0005, 𝑡1 = 0.3, 𝑡2 = 0.4,
𝑥1 = −0.6, 𝑥2 = −0.2. (a) — вычислено для схемы с направленными разностями (квадратный символ), схемы
с направленными разностями с КСРС (круглый символ), с КГУ (треугольный символ), (b) — вычислено для
схемы Стегера —Варминга (квадратный символ), для схемы Стегера —Варминга с КСРС (круглый символ),
с КГУ (треугольный символ).
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