
ÓÄÊ 519.6Î ÂÎÏ�ÎÑÀÕ �ÀÑÏÀ�ÀËËÅËÈÂÀÍÈß Ê�ÛËÎÂÑÊÈÕÈÒÅ�ÀÖÈÎÍÍÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ1Â.Ï. Èëüèí Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû ìíîãîîáðàçíûõ âû÷èñëèòåëüíûõòåõíîëîãèé ìåòîäîâ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ êðûëîâñêîãî òèïà äëÿðåøåíèÿ áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ñèììåòðè÷íûõ è íåñèììåòðè÷íûõ ÑËÀÓ, âîçíèêàþùèõïðè ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèÿõ ìíîãîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé. Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ïðèáëèæåíèÿ â ãàçî-ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, ãäå â êàæäîì óçëå îïðåäåëåíû ïÿòü íåèçâåñòíûõ �óíê-öèé, â ñèëó ÷åãî ÑËÀÓ èìååò ìåëêîáëî÷íóþ ñòðóêòóðó. Îñíîâîé ïðèìåíÿåìûõ àëãîðèòìîâÿâëÿåòñÿ ãèáêèé ìåòîä îáîáùåííûõ ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê FGMRES ñ äèíàìè÷åñêèìè ïðå-äîáóñëàâëèâàòåëÿìè àääèòèâíîãî òèïà, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé âåðõíèé óðîâåíü äâóõñòóïåí-÷àòîãî èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà Øâàðöà.Äëÿ ïîâûøåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøàòåëåé àâòîðîì ïðåäëàãàåòñÿïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ: äåêîìïîçèöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè òîïîëîãè-ÿìè, òèïàìè êðàåâûõ óñëîâèé íà ñìåæíûõ ãðàíèöàõ è ðàçìåðàìè ïåðåñå÷åíèé ïîäîáëàñòåé,ìåòîäîâ ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè è àãðåãàöèè, äå�ëÿöèè è íåïîëíîé �àêòîðèçàöèè ìàòðèö.Îïèñûâàþòñÿ óíè�èöèðîâàííûå �îðìóëèðîâêè èñïîëüçóåìûõ àëãîðèòìîâ, à òàêæå âîïðî-ñû èõ âû÷èñëèòåëüíîé ý��åêòèâíîñòè è ìàñøòàáèðóåìîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íà ñóïåðêîì-ïüþòåðàõ ãåòåðîãåííîé àðõèòåêòóðû. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû òåõíîëîãè÷åñêèõ òðåáîâàíèé êîñîáåííîñòÿì ïðîãðàììíûõ ðåàëèçàöèé áèáëèîòåê ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èòåðàöèîííûå ìåòîäû, ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà, ïðåäîáóñëîâëåííûåìàòðèöû, äåêîìïîçèöèÿ îáëàñòåé, ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû, ïðîãðàììíûå è âû÷èñëèòåëü-íûå òåõíîëîãèè.ÂâåäåíèåÂ ïîñëåäíèå ãîäû ñ�îðìèðîâàëîñü áóðíî ðàçâèâàþùååñÿ íàïðàâëåíèå âû÷èñëèòåëüíîéàëãåáðû, ñâÿçàííîå ñ ðåøåíèåì áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé (ÑËÀÓ), âîçíèêàþùèõ èç ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé (êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ èëèêîíå÷íî-îáúåìíûõ, ñì. [1℄ è öèòèðóåìûå òàì ðàáîòû) ìíîãîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Åñòåñòâåííî, ýòî ñâÿçàíî ñàêòóàëüíûìè ïðîáëåìàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ñëîæíûõ ìåæäèñöèïëèíàð-íûõ ïðèëîæåíèé, âêëþ÷àþùèõ ãèäðî-ãàçîäèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû, äèíàìèêó íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé è äð., íà ñîâðåìåííûõ àðõèòåêòóðàõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ ïå-òà�ëîïíûõ ìàñøòàáîâ. Ñàìî ïîíÿòèå áîëüøîé çàäà÷è áûñòðî ýâîëþöèîíèðóåò, è ñåé÷àñíåîáõîäèìî ãîâîðèòü î ðåøåíèÿõ ÑËÀÓ ñ ïîðÿäêàìè 1010 íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëè-òåëüíûõ ñèñòåìàõ (ÌÂÑ) ñ ÷èñëîì ÿäåð, èëè ïîòîêîâ, â äåñÿòêè è ñîòíè òûñÿ÷.Ïîâûøåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè âû÷èñëåíèé, èëè áûñòðîäåéñòâèÿ, â ðàññìàòðèâàåìîéïðèêëàäíîé ñ�åðå îáóñëàâëèâàåòñÿ äâóìÿ îñíîâíûìè �àêòîðàìè. Ïåðâûé � ýòî êîíñòðó-èðîâàíèå èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ñ âûñîêîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè (ïðÿìûå àëãîðèòìûïðèìåíèìû òîëüêî äëÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé çàäà÷), à âòîðîé � òåõíî-ëîãè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå ìàñøàòàáèðóåìîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, ÷òî îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå1Ñòàòüÿ ðåêîìåíäîâàíà ê ïóáëèêàöèè ïðîãðàììíûì êîìèòåòîì Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè ¾Ïà-ðàëëåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè 2013¿.



ý��åêòèâíîñòè ñ ðîñòîì ïîðÿäêîâ ÑËÀÓ è/èëè êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ. Àð-õèòåêòóðà ïîñëåäíèõ ðàçâèâàåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì êîëè÷åñòâåííî, à íå êà÷åñòâåííî, è òè-ïîâàÿ ñòðóêòóðà ãåòåðîãåííîé ÌÂÑ � ýòî êëàñòåð ñ îäèíàêîâûìè èëè ïî÷òè îäèíàêîâûìèâû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò íåñêîëüêî öåíòðàëüíûõ ïðîöåñ-ñîðíûõ ìíîãîÿäåðíûõ ýëåìåíòîâ (CPU) ñ îáùåé ïàìÿòüþ, à òàêæå íåñêîëüêî ñïåöèàëèçèðî-âàííûõ óñêîðèòåëåé, ñðåäè êîòîðûõ íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ¾ãðà�è÷åñêèåïðîöåññîðíûå ýëåìåíòû îáùåãî íàçíà÷åíèÿ¿ (GPGPU, èëè ïðîñòî GPU) ñ î÷åíü áîëüøèì÷èñëîì ÿäåð è ñëîæíîé îðãàíèçàöèåé âíóòðåííåé èåðàðõè÷åñêîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòè. �åà-ëèçàöèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé íà òàêîãî òèïà ÌÂÑ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñðåäñòâàìè ñèñòåìMPI, OpenMP è CUDA, ïðè÷åì îïòèìèçàöèÿ ïðîãðàììíîãî êîäà �àêòè÷åñêè ïðîèçâîäèòñÿðàçðàáîò÷èêîì â îñíîâíîì âðó÷íóþ, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèå ñðåäñòâà àâòîìàòèçàöèèíåäîñòàòî÷íî �óíêöèîíàëüíû.�ëàâíûìè èíñòðóìåíòàìè äëÿ ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ çäåñü àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåìÿâëÿþòñÿ ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé [2�8℄ è èòåðàöèîííûå ïðîöåññû â ïîäïðîñòðàí-ñòâàõ Êðûëîâà [1, 5℄. Õîòÿ ýòè íàïðàâëåíèÿ óæå ñòàëè êëàññè÷åñêèìè â âû÷èñëèòåëüíîéìàòåìàòèêå, îíè ñåé÷àñ ïåðåæèâàþò ïåðèîä áóðíîãî ðàçâèòèÿ, è áóêâàëüíî êàæäûé ãîä ïî-ÿâëÿþòñÿ íîâûå èíòåðåñíûå èäåè. �îñò ý��åêòèâíîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøàòåëåé äîñòèãà-åòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ ìíîãîîáðàçíûõ ïîäõîäîâ: îïòèìèçàöèÿ ðàçìåðîâ è òîïîëîãèéïåðåñå÷åíèé ñîñåäíèõ ïîäîáëàñòåé, à òàêæå òèïîâ êðàåâûõ óñëîâèé íà ñìåæíûõ ãðàíèöàõ,ìåòîäû ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè è àãðåãàöèè, äå�ëÿöèè è íåïîëíîé �àêòîðèçàöèè.Â ðàçäåëå 1 ìû äàåì ïîñòàíîâêó è îñîáåííîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷, à òàêæå ñðàâ-íèòåëüíûé àíàëèç ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ. �àçäåë 2 ïîñâÿùåí êàê îáùèì, òàê è ñïåöèàëüíûìòåõíîëîãè÷åñêèì àñïåêòàì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ, à â ïîñëåäíåì ðàçäåëå îïèñûâà-þòñÿ ïðèìåðû òåõíîëîãè÷åñêèõ òðåáîâàíèé ê ïðîãðàììíûì ðåàëèçàöèÿì àëãåáðàè÷åñêèõðåøàòåëåé è, â ÷àñòíîñòè, ê áèáëèîòåêå KRYLOV, ïðåäâàðèòåëüíûå ñîîáùåíèÿ î êîòîðîéîïóáëèêîâàíû â [6, 8℄. Â çàêëþ÷åíèè îòìå÷àåòñÿ êîìïëåêñíîñòü âçàèìîñâÿçàííûõ òåîðå-òè÷åñêèõ, àëãîðèòìè÷åñêèõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ âîïðîñîâ, îïðåäåëÿþùèõ óðîâåíü âûñîêî-ïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿàêòóàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.1. Ìàòåìàòè÷åñêèå àñïåêòû äâóõóðîâíåâûõ ìåòîäîâäåêîìïîçèöèè�àññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ïóñòü âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ÑËÀÓ
Au = f, A = {ai,j} ∈ RN,N , (1)ðàçáèòà íà áëî÷íûå ñòðîêè A = {Ap ∈ RNp,N , p = 1, ..., P}, N1 + ... + Np = N, ñ ïðè-áëèçèòåëüíî ðàâíûì ÷èñëîì ñòðîê Np ≫ 1 â êàæäîé. Ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì òàêæåðàçáèâàþòñÿ âåêòîðû èñêîìîãî ðåøåíèÿ è ïðàâîé ÷àñòè u = {up}, f = {fp}, òàê ÷òî ñèñòå-ìà óðàâíåíèé (1) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â �îðìå ñîâîêóïíîñòè P ïîäñèñòåì

Ap,pup +

P
∑

q=1

q 6=p

Ap,quq = fp, p = 1, ..., P, (2)ãäå Ap,q ∈ RNp,Nq � ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðè÷íûå áëîêè, ïîëó÷àåìûå ïðè ðàçáèåíèè êàæäîéáëî÷íîé ñòðîêè (è âñåé ìàòðèöû A) íà áëî÷íûå ñòîëáöû.



Ïóñòü ìàòðèöà (1) çàäàíà â ñæàòîì ðàçðåæåííîì CSR-�îðìàòå [3℄ ñ óêàçàíèåì ÷èñëàñòðîê Np â êàæäîé èç P ïîäñèñòåì (2), â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì ìàòðèöû A íà áëî÷-íûå ñòðîêè Ap. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòðîêè èñõîäíîé ìàòðèöû ïðîíóìåðîâàíûïîäðÿä îò 1 äî N , òàê ÷òî íîìåðà ñòðîê êàæäîãî áëîêà Ap ìåíÿþòñÿ îò 1+
p−1
∑

i=1
Ni äî p

∑

i=1
Ni(ýòè íîìåðà íàçîâåì ãëîáàëüíûìè).Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÑËÀÓ (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé, òàê÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðîâ u, f ñîîòâåòñòâóåò óçëó ñåòêè, îáùåå ÷èñëî êîòîðûõ âðàñ÷åòíîé ñåòî÷íîé îáëàñòè Ωh =

P
⋃

p=1
Ωp ðàâíî N . Ïðè ýòîì áëî÷íîå ðàçáèåíèå ìàòðèö èâåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ (äåêîìïîçèöèè) Ωh íà P ñåòî÷íûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿïîäîáëàñòåé Ωp, â êàæäîé èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ Np óçëîâ.Îïèñàííàÿ äåêîìïîçèöèÿ Ωh íå èñïîëüçóåò óçëîâ � ðàçäåëèòåëåé, ò.å. óñëîâíûå ãðà-íèöû ïîäîáëàñòåé íå ïðîõîäÿò ÷åðåç óçëû ñåòêè. Ôîðìàëüíîñòè ðàäè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîâíåøíîñòü ðàñ÷åòíîé îáëàñòè åñòü íåîãðàíè÷åííàÿ ïîäîáëàñòü Ω0 ñ ÷èñëîì óçëîâ N0 = 0.Ñåòî÷íîå óðàâíåíèå äëÿ i-ãî óçëà ñåòêè ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

ai,iui +
∑

j∈ωi
j 6=i

ai,juj = fi, i ∈ Ωh, (3)ãäå ÷åðåç ωi îáîçíà÷àåòñÿ ñåòî÷íûé øàáëîí i-ãî óçëà, ò.å. ñîâîêóïíîñòü íîìåðîâ âñåõ óçëîâ,ó÷àñòâóþùèõ â i-ì óðàâíåíèè.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñåòî÷íûå óçëû è ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå ïðîíóìåðîâàíû ñëå-äóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà èäóò ïîäðÿä âñå óçëû 1-é ïîäîáëàñòè Ω1 (íåâàæíî â êàêîì âíóò-ðåííåì ïîðÿäêå), çàòåì � óçëû âòîðîé ïîäîáëàñòè è ò.ä. Îòìåòèì, ÷òî âçàèìíîîäíîçíà÷íîãîñîîòâåòñòâèÿ àëãåáðàè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé (ñåòî÷íîé) èíòåðïðåòàöèè ñòðóêòóðû ÑËÀÓìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü. Òèïè÷íûé ïðèìåð � îäíîìó óçëó ñåòêè ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü
m > 1 ïåðåìåííûõ â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå. Åñëè äëÿ êàæäîãî óçëà òàêèå êðàòíûå ïåðå-ìåííûå íóìåðóþòñÿ ïîäðÿä, òî ñòðóêòóðà ÑËÀÓ ïðèîáðåòàåò ìåëêîáëî÷íûé (m ≪ N) âèä(â (3) ui è fi îçíà÷àþò íå ÷èñëà, à ïîäâåêòîðû ïîðÿäêà m ñîîòâåòñòâåííî, ai,j ∈ Rm,m), èíà òàêèõ ñëó÷àÿõ ìû îñòàíîâèìñÿ â ïîñëåäóþùåì îñîáî.1.1. Î ïîñòðîåíèè ïàðàëëåëüíûõ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåéÄëÿ çàäàííîãî áëî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ÑËÀÓ, èëè äåêîìïîçèöèè ñåòî÷íîé ðàñ÷åòíîé îáëà-ñòè áåç ïåðåñå÷åíèÿ ïîäîáëàñòåé, ìîæíî ïîñòðîèòü õîðîøî ðàñïàðàëëåëèâàåìûé àääèòèâ-íûé ìåòîä Øâàðöà, ïðåäñòàâèìûé èòåðàöèîííûì ïðîöåññîì ¾ïî ïîäîáëàñòÿì¿:

Ap,pu
n
p = fp −

P
∑

q=1

q 6=p

Ap,qu
n−1
q ≡ gn−1

p . (4)Çäåñü n áóäåì íàçûâàòü íîìåðîì âíåøíåé èòåðàöèè, êîòîðàÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè ðåàëèçó-åòñÿ áîëåå óòîí÷åííûì îáðàçîì, ÷åìó áóäåò ïîñâÿùåí ñïåöèàëüíûé ðàçäåë.Â öåëîì àëãîðèòì ðåøåíèÿ êðóïíîáëî÷íîé ÑËÀÓ ÿâëÿåòñÿ äâóõóðîâíåâûì è íèæíèé,èëè âíóòðåííèé, óðîâåíü çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè (ïðÿìûì èëè èòåðàöèîííûì ìåòîäîì) äëÿêàæäîãî n � íåçàâèñèìî è ïàðàëëåëüíî � ïîäñèñòåì âèäà (4) ñ ìàòðèöàìè Ap,p.Ïðè âû÷èñëåííûõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ gn−1
p íàõîæäåíèå âñåõ unp òðåáóåò äëÿ êàæäîé ïîäîáëà-ñòè ðåøåíèÿ ïîäñèñòåì ñ ïîðÿäêàìè Np, êîòîðûå íà êàæäîé n-é èòåðàöèè ìîãóò âûïîëíÿòü-



ñÿ íåçàâèñèìî è îäíîâðåìåííî íà ðàçíûõ ïðîöåññîðàõ. Â äàííîì ñëó÷àå ïåðåâû÷èñëåíèå
gn−1
p �àêòè÷åñêè îçíà÷àåò èñïîëüçîâàíèå íîâûõ çíà÷åíèé un−1

p äëÿ ñîñåäíèõ ïîäîáëàñòåéâ êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ 1-ãî ðîäà (Äèðèõëå) äëÿ îêîëîãðàíè÷íûõ âíóòðåííèõ óçëîâèç Ωp.Èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ìåòîäà Øâàðöà (4) âîçðàñòåò, åñëè äåêîì-ïîçèöèþ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñäåëàòü ñ ïåðåñå÷åíèåì ïîäîáëàñòåé.Â ñèëó ýòîãî ìû äàäèì îïðåäåëåíèå ðàñøèðåííîé ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòè Ω̄p ⊃ Ωp, èìåþ-ùåé ïåðåñå÷åíèÿ ñ ñîñåäíèìè ïîäîáëàñòÿìè, âåëè÷èíó êîòîðûõ ìû áóäåì îïðåäåëÿòü â òåð-ìèíàõ êîëè÷åñòâà îêîëîãðàíè÷íûõ ñåòî÷íûõ ñëîåâ, èëè �ðîíòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ0
p ∈ Ωpìíîæåñòâî âíóòðåííèõ îêîëîãðàíè÷íûõ óçëîâ èç Ωp, ò.å. òàêèõ óçëîâ Pi ∈ Ωp, ó êîòîðûõîäèí èç ñîñåäåé íå ëåæèò â Ωp(Pj /∈ Ωp, j ∈ ωi, j 6= i). Îáîçíà÷èì äàëåå ÷åðåç Γ1
p ìíî-æåñòâî óçëîâ, ñîñåäíèõ ñ óçëàìè èç Γ0

p, íî íå ïðèíàäëåæàùèõ Ωp, ÷åðåç Γ2
p � ìíîæåñòâîóçëîâ, ñîñåäíèõ ñ óçëàìè èç Γ1

p, íî íå ïðèíàäëåæàùèõ îáúåäèíåíèþ Γ1
p

⋃

Ωp, ÷åðåç Γ3
p �ìíîæåñòâî óçëîâ, ñîñåäíèõ ñ Γ2

p, íî íå ïðèíàäëåæàùèõ Γ2
p

⋃

Γ1
p

⋃

Ωp, è ò.ä. Ñîîòâåòñòâåííîýòè ìíîæåñòâà íàçîâåì ïåðâûì âíåøíèì ñëîåì (�ðîíòîì) óçëîâ, âòîðûì ñëîåì, òðåòüèì èò.ä. Ïîëó÷àåìîå îáúåäèíåíèå óçëîâ̄
Ωp ≡ Ωp

⋃

Γ1
p...

⋃

Γ∆
páóäåì íàçûâàòü ðàñøèðåííîé p-é ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòüþ, à öåëóþ âåëè÷èíó ∆ îïðåäåëÿåìêàê âåëè÷èíó ðàñøèðåíèÿ, èëè ïåðåñå÷åíèÿ (â òåðìèíàõ êîëè÷åñòâà ñåòî÷íûõ ñëîåâ). Ñëó-÷àé ∆ = 0 �àêòè÷åñêè îçíà÷àåò äåêîìïîçèöèþ îáëàñòè Ωh íà ïîäîáëàñòè áåç ïåðåñå÷åíèé(Ω0

p = Ωp).Íà �îðìàëüíîì àëãåáðàè÷åñêîì ÿçûêå êàæäîé ðàñøèðåííîé ïîäîáëàñòè ìîæíî ñîïî-ñòàâèòü ïîäñèñòåìó óðàâíåíèé
(Āp,p + θD̄p)ūp = f̄p −

P
∑

q=1

q 6=p

Āp,qūq + θD̄pūp (5)ãäå D̄p � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì
D̄pe =

P
∑

q=1

q 6=p

Āp,qe, e = (1, ..., 1)T ∈ RN̄p .Çäåñü ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ ūnp è f̄p ðàâíà ÷èñëó óçëîâ N̄p â ðàñøèðåííîé ïîäîáëàñòè
Āp,p, D̄p ∈ RN̄p,N̄p , à ââåäåííûé ïàðàìåòð θ �îðìàëüíî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü çàâèñÿùèåîò ūp è ūq ïðàâûå ÷àñòè (5) êàê àïïðîêñèìàöèè êðàåâûõ óñëîâèé íà ñìåæíûõ ãðàíèöàõïîäîáëàñòåé: θ = 0 ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ 1-ãî ðîäà (Äèðèõëå), θ = 1 � óñëîâèþ 2-ãî ðîäà(Íåéìàíà), à θ ∈ (0, 1) � óñëîâèþ 3-ãî ðîäà (�îáåíà) [10℄.Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê ïîëíîìó âåêòîðó u è ââîäÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû

Bp = block-diag{Āp,p + θD̄p}, (6)èç (5) ïîëó÷àåì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ âèäà
un = un−1 +B−1(f −Aun−1) = un−1 +B−1rn−1 =

= Tun−1 + f̄ , T = I −B−1A, f̄ = B−1f,
(7)



ãäå B � ïðåäîáóñëàâëèâàþùàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ââåäåì ìàòðèöó Wp = (w1, ..., wN̄p
)T ∈ RN̄p,N ¾ñóæåíèÿ¿ âåêòîðà u ∈ RN â ïðî-ñòðàíñòâî RN̄p ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäîáëàñòè, äëÿ ÷åãî êîìïîíåíòû êàæäîé âåêòîð-ñòðîêè

wk = {wk,i} ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè åäèíèöå, åñëè i ∈ Ω̄p, è íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðèýòîì W T
p ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ω̄p â Ω, è â èòîãå ïðå-äîáóñëàâëèâàòåëü àääèòèâíîãî ìåòîäà Øâàðöà (additive Swartz) ïðèíèìàåò âèä

B−1 = B−1
AS =

P
∑

p=1

B̄−1
p , B̄−1

p = W T
p B−1

p Wp. (8)Íà àëãåáðàè÷åñêîì ÿçûêå �îðìóëû (7) ïðè B = BAS îïðåäåëÿþò ñòàöèîíàðíûé áëî÷-íûé ìåòîä ßêîáè (BJ), íà êàæäîì øàãå êîòîðîãî íàäî îáðàùàòü ìàòðèöó Bp, ÷òî �àêòè÷å-ñêè îçíà÷àåò îäíîâðåìåííîå (ïàðàëëåëüíîå) ðåøåíèå ðàñøèðåííûõ ÑËÀÓ â ïîäîáëàñòÿõ.Åñëè ýòè ïðîöåäóðû îñóùåñòâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ¾âíóòðåííèõ¿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ,òî ýòî íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â (7) íà êàæäîì n-ì øàãå ðåàëüíî èñïîëüçóåòñÿïåðåìåííîå (äèíàìè÷åñêîå) ïðåäîáóñëàâëèâàíèå ñ ìàòðèöàìè Bn.Êàðäèíàëüíûé ïîäõîä ê óñêîðåíèþ èòåðàöèé çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå îò �îðìóë (7) äëÿBJ ê àëãîðèòìàì â ïðåäîáóñëîâëåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà Kn(v
0, v1, ..., vn−1), ãäåââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ v0 = B−1

0 r0, vk = B−1
k Avk−1. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïóòåé çäåñü çàêëþ-÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè ãèáêîãî (�exible) ìåòîäà îáîáùåííûõ ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê FGMRES[5℄, êîòîðûé íà êàæäîì n-ì øàãå ìèíèìèçèðóåò íîðìó ||rn||, íî òðåáóåò äëÿ ñâîåé ðåà-ëèçàöèè îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü îáúåìîì 2nN . Èñïîëüçîâàíèå FGMRES ñ ðåñòàðòàìè ÷åðåçêàæäûå m èòåðàöèé ïðè áîëüøèõ n ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàòü îáúåì òðåáóåìîéïàìÿòè äî 2mN , íî ñóùåñòâåííî çàìåäëÿåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.�ëàâíûé, è ïðàêòè÷åñêè åäèíñòâåííûé, ïóòü ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ �ýòî ðàçâèòèå êðûëîâñêèõ ìåòîäîâ èëè çà ñ÷åò ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé,èëè ïóòåì óëó÷øåíèÿ èòåðàöèîííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (äîáàâëåíèå íîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ,â ÷àñòíîñòè, ÷òî òîæå ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíîãî ïðåäîáó-ñëàâëèâàíèÿ).Îäíèì èç ðåçåðâîâ óñêîðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãðóáîñåòî÷íàÿ êîððåêöèÿ (
oarse grid 
orre
tion,CGC), èëè àãðåãèðîâàíèå, à òàêæå èäåéíî ïðèìûêàþùèå ñþäà àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîñåòî÷-íûå ìåòîäû (algebrai
 multi-grid, AMG). Ñóòü çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà êàæäîì øàãåñòàíäàðòíîãî BJ ýâîëþöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé îò êàæäîé îáëàñòè ïåðåäàåòñÿòîëüêî åå íåïîñðåäñòâåííûì ñîñåäÿì. Èäåÿ èñïðàâëåíèÿ äàííîé ñèòóàöèè � �îðìèðîâà-íèå è ðåøåíèå äîïîëíèòåëüíûõ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ ÑËÀÓ, êîòîðûå ñîåäèíÿëè áû âñåïîäîáëàñòè è ïåðåäàâàëè áû, ïóñòü ãðóáî, ãëîáàëüíûå èòåðàöèîííûå âîçìóùåíèÿ.�åàëèçàöèÿ äàííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â êîíñòðóèðîâàíèè äîïîëíèòåëüíîãî ïðåäî-áóñëàâëèâàòåëÿ è âíåøíå àíàëîãè÷íà (8). Ìû �îðìèðóåì íîâûé îïåðàòîð ñóæåíèÿ ñ ìàò-ðèöåé Wc ∈ RNc,N , Nc ≪ N , â êîòîðîé êàæäàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò òîëüêî ïî íåñêîëüêîíåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ (îáû÷íî ðàâíûõ åäèíèöå), ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîé èç ïîäîáëàñòåé.Òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà W T

c áóäåò ïðåäñòàâëÿòü òîãäà îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ, ãðóáî-ñåòî÷íûé ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü ïðèíèìàåò âèä
B−1

c = W T
c A−1

c Wc, Ac = WcAW
T
c ∈ RNc,Nc , (9)



è ïîëíûé ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü îïðåäåëÿåòñÿ àääèòèâíûì îáðàçîì:
B−1 = B−1

AS +B−1
c . (10)Îòìåòèì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ CGC íà êàæäîé n-é èòåðàöèè òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî ðå-øåíèÿ ÑËÀÓ ñ ìàòðèöåé íåâûñîêîãî ïîðÿäêà Ac, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãîðåøàòåëÿ, íàïðèìåð, PARDISO èç áèáëèîòåêè MKL INTEL [9℄.�àçâèòèå èäåé ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè àêòèâíî ïðîäîëæàåòñÿ â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëå-íèÿõ, ñì. [11℄,bib12 è öèòèðóåìûå òàì ðàáîòû. Ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû èñïîëüçóþò òåõíî-ëîãèè èíòåðïîëÿöèè íà êàæäîì èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýòàïîâ äèñêðåòèçàöèè. Àäàïòèâíûåàëãîðèòìû ñãëàæåííîãî àãðåãèðîâàíèÿ îñíîâàíû íà âçâåøåííûõ óñðåäíåíèÿõ ðàçëè÷íûõïðèáëèæåíèé. Ìåòîäû òèïà FETI ïðèìåíÿþò äåêîìïîçèöèþ îáëàñòè ñ ÿâíûì âûäåëåíè-åì ðàçäåëèòåëåé ñåòî÷íûõ ïîäìíîæåñòâ (ìàêðîãðàíè, ìàêðîðåáðà, âåðøèíû) è ïîñòðîåíèåäîïîëíåíèé Øóðà íà èåðàðõè÷åñêîì ïðèíöèïå.Îïèøåì åùå îäèí ïîäõîä ê óñêîðåíèþ êðûëîâñêèõ ïðîöåññîâ � ìåòîä äå�ëÿöèè, êîòî-ðûé èìååò øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ðàçíûõ âåðñèÿõ. Ìû åãî ïðåäñòàâèì â ïðèìåíåíèèê âûáîðó íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, åñëè ÑËÀÓ ñ îäèíàêîâîé ìàòðèöåé ðåøàåòñÿ ìíîãî-êðàòíî ñ ðàçíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Èìåííî òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â äâóõóðîâíåâûõìåòîäàõ äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïðåäûäóùåãî ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ ïîìî-ùüþ êàêîãî-òî êðûëîâñêîãî ìåòîäà âû÷èñëåíû À-îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû (w1, ..., wm) = Wd,ñîñòàâëÿþùèå áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü äå�ëÿöèîííûì. Äëÿ ðåøåíèÿíîâîé ñèñòåìû âûáèðàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå u0 òàêèì, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà-÷àëüíàÿ íåâÿçêà r0 è íà÷àëüíûé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð p0 óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèÿì îðòî-ãîíàëüíîñòè

W T
d r0 = 0, W T

d Ap0 = 0. (11)Äîïóñòèì, ÷òî u−1 åñòü ¾ïðåäâàðèòåëüíûé¿ íà÷àëüíûé âåêòîð, à r−1 = f − Au−1 � ñîîò-âåòñòâóþùàÿ íåâÿçêà. Òîãäà óñëîâèÿ (11) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè ïîëîæèòü
u0 = u−1 +WdA

−1
d W T

d r−1, r0 = f −Au0,

p0 = [I −WdA
−1
d (AW T

d )]r0, Ad = W T
d AWd.

(12)Â ðàìêàõ îäíîé ñòàòüè íåâîçìîæíî äàòü ñîäåðæàòåëüíûé îáçîð ñîâðåìåííûõ òåíäåíöèéâ ðàçâèòèè ïðåäîáóñëîâëåííûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ êðûëîâñêîãî òèïà. Ìîæíî òîëüêîêîíñòàòèðîâàòü, ÷òî îðèãèíàëüíûå ïîäõîäû ïîÿâëÿþòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåïðåðûâíî, è äàí-íûé ìîìåíò ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê âàæíûé òåõíîëîãè÷åñêèé �àêòîð ïðè ñîçäàíèè ìà-òåìàòè÷åñêîãî è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, îðèåíòèðîâàííîãî íà äëèòåëüíûé æèçíåííûéöèêë.Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî åñëè â ìàòðèöå èñõîäíîé ÑËÀÓ (1) âûäå-ëèòü ãëàâíóþ áëî÷íóþ äèàãîíàëü (A = D−C, D = {Ap,p}), òî ïðè óñëîâèè åå ðàçëîæåíèÿíà áëî÷íî-òðåóãîëüíûå ìíîæèòåëè ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
Du = Cu+ f, D = LDUD = (LDL

t
D),

UDu = L−1
D CU−1

D UDu+ L−1
D f.

(13)Îòñþäà ìîæíî ââåñòè �îðìàëüíî ïðåäîáóñëîâëåííóþ ÑËÀÓ
Āū ≡ (I − T̄ )ū = f̄ , u = U−1

D ū,

T̄ = L−1
D CU−1

D (= T̄ t), f̄ = L−1
D f,

(14)



äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé åñòåñòâåííî ïðèìåíÿòü áëî÷íûé (äâóñòîðîííå ïðåäîáóñëîâëåííûé)ìåòîä ßêîáè
ūn = T̄ ūn−1 + f̄ , ūn = UDu

n. (15)Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà, òî ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò è ìàòðèöû
T, Ā. Îòìåòèì, ÷òî â �îðìóëàõ (13) � (15) ìîæíî ïîëîæèòü

LD = D, UD = I, èëè LD = I, UD = D,÷òî áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîñòîðîííåìó ïðåäîáóñëàâëèâàíèþ (ëåâîìó èëè ïðàâîìó ñî-îòâåòñòâåííî).1.2. Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ìåòîäîâ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ ÊðûëîâàÊàê âèäíî èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, èòåðàöèîííûå ìåòîäû (ìû ïîäðàçóìåâàåì ¾â ïîä-ïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà¿ êàê îïòèìàëüíûå) ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ðåøåíèÿ êàê ¾ãëîáàëü-íîé¿ ÑËÀÓ, ò.å. äëÿ óñêîðåíèÿ áëî÷íîãî ìåòîäà ßêîáè, òàê è äëÿ ¾ëîêàëüíûõ¿ ñèñòåì âïîäîáëàñòÿõ. Â äàëüíåéøåì êðûëîâñêèå àëãîðèòìû ìû ðàññìîòðèì â åäèíîîáðàçíîé �îð-ìå, íåçàâèñèìî îò òîãî, ïðèìåíÿþòñÿ îíè íà âíåøíèõ èëè âíóòðåííèõ èòåðàöèÿõ, îñíîâîéêîòîðîé ÿâëÿåòñÿ As-îðòîãîíàëèçàöèÿ ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ, s = 0 èëè s = 1, ñì. [?℄.Åñëè ïðåäîáóñëîâëåííàÿ ÑËÀÓ Āū = f̄ ñèììåòðè÷íà, òî íàèáîëåå ýêîíîìè÷íûìè ÿâ-ëÿþòñÿ ìåòîäû ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ èëè ñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê (CG èëè CR, äëÿ s = 0èëè s = 1 ñîîòâåòñòâåííî), îïèñûâàåìûå ñëåäóþùèìè �îðìóëàìè:
r0 = f̄ − Āū0 = û1 − ū0, û1 = T ū0 + f̄ , p0 = r0,

ūn+1 = ūn + α
(s)
n pn, α

(s)
n = ρ

(s)
n /δ

(s)
n , ρ

(s)
n = (Āsrn, rn),

δ
(s)
n = (Āpn, Ā(s)pn), rn+1 = rn − α

(s)
n Āpn,

pn+1 = rn+1 + β
(s)
n pn, β

(s)
n = ρ

(s)
n+1/ρ

(s)
n .

(16)�àçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì áàçèðóþòñÿ íà As-îðòîãîíàëèçàöèè Àðíîëüäè ñ ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì. Ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå ïðåäîáó-ñëàâëèâàþùèå ìàòðèöû Bn ìîãóò îòëè÷àòüñÿ íà ðàçíûõ èòåðàöèÿõ, òî ìû ðàññìàòðèâàåì¾ãèáêóþ¿ (�exible) îðòîãîíàëèçàöèþ â ñëåäóþùåì âèäå:
un = u0 + y1v

1 + ...+ ynv
n, (vn, Asvk) = d(s)n δk,n,

d
(s)
n = (vn, Asvn),

vn+1 = AB−1
n vn −

∑n
k=1 h

(s)
k,nv

k, v1 = r0 = f −Au0, n = 1, 2, ...

h
(s)
k,n = (Avn,Asvk)

(Asvk,vk) , k = 1, ..., n + 1, Vn+1 = (v1, ..., vn+1)

H̄n = {hk,n} =

[

Hn

etn

]

∈ Rn+1,n, Hn ∈ Rn,n.

(17)
Ïîëó÷àåìûå ïðåäîáóñëîâëåííûå âåêòîðû B−1

k vk îáðàçóþò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Êðû-ëîâà
Kn+1(r

0, A) = span{B−1
1 v1, ..., B−1

n+1v
n+1} = span{B−1

1 r0, AB−1
2 r0, ..., AnB−1

n+1r
0}, (18)è íà èõ îñíîâå �îðìèðóþòñÿ àëãîðèòìû ïîëíîé As-îðòîãîíàëèçàöèè èëè ìåòîäû îáîáùåí-íûõ As-ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (FOM èëè A-FOM, GMRES èëè A-GMRES), ñì. [1, 5℄.



Âíåøíèå èòåðàöèè îêàí÷èâàþòñÿ ïî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ
(rn, rn) ≤ ε2ex(f̄ , f̄),ãäå εex ≪ 1 õàðàêòåðèçóåò òî÷íîñòü ðåøåíèÿ. Îïòèìèçàöèÿ êðèòåðèåâ îñòàíîâà âíóòðåííèõèòåðàöèé � ýòî íåïðîñòîé âîïðîñ, è çäåñü ïàðàìåòðû òî÷íîñòè εnin â ïðèíöèïå äîëæíûçàâèñåòü îò íîìåðà n âíåøíåé èòåðàöèè.2. Òåõíîëîãè÷åñêèå âîïðîñû ðåàëèçàöèè ïàðàëëåëüíûõèòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ�àññìàòðèâàåìûå â äàííîì ðàçäåëå âîïðîñû � ýòî êîíêðåòèçàöèÿ îáùåé ïðîáëåìû¾îòîáðàæåíèå àëãîðèòìîâ íà àðõèòåêòóðó ÌÂÑ¿. Â êà÷åñòâå òèïîâîé ìîäåëè âû÷èñëèòåëü-íîé ñèñòåìû ìîæåò ñëóæèòü ÍÊÑ-30Ò � ãåòåðîãåííûé êëàñòåð ÈÂÌèÌ� ÑÎ �ÀÍ [13℄.Òàêàÿ ÌÂÑ �îðìàëüíî ïðåäñòàâëÿåò íàáîð âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ, êîòîðûå ñ ïîìîùüþêîììóíèêàöèîííîé ñåòè îáåñïå÷èâàþòñÿ ñâÿçÿìè ¾êàæäûé ñ êàæäûì¿, óïðàâëÿåìûìè ñïîìîùüþ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ ñèñòåìû ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé MPI [14℄. Êàæäûé óçåë èìå-åò ñâîþ ìíîãîóðîâíåâóþ ïàìÿòü (áîëüøóþ îïåðàòèâíóþ è ïîìåíüøå � ñâåðõáûñòðûé êýø,òîæå èìåþùèé âíóòðåííèå óðîâíè), îáùóþ äëÿ ðàñïîëîæåííûõ â íåì ìíîãîÿäåðíûõ öåí-òðàëüíûõ ïðîöåññîðíûõ óñòðîéñòâ (CPU, â ÍÊÑ-30Ò èõ äâà, êàæäûé ñ ÷åòûðüìÿ èëè øå-ñòüþ ÿäðàìè), à òàêæå ãðà�è÷åñêèå ïðîöåññîðíûå óñòðîéñòâà ñ î÷åíü áîëüøèì ÷èñëîìÿäåð (GPU, â ÍÊÑ-30Ò èõ òðè, ñ 512 ÿäðàìè â êàæäîì). Íà êàæäîì CPU (è äàæå íà èõîòäåëüíûõ ÿäðàõ) ìîæíî �îðìèðîâàòü âû÷èñëèòåëüíûé MPI-ïðîöåññ, âíóòðè êîòîðîãî ðàñ-ïàðàëëåëèâàíèå ðåàëèçóåòñÿ ñðåäñòâàìè ñèñòåìû OpenMP [15℄ íàä îáùåé ïàìÿòüþ (áîëååêîíêðåòíî � îðãàíèçóåòñÿ íåñêîëüêî âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ). Íà îäíîì GPU äîïóñêàåò-ñÿ çàïóñê òîëüêî îäíîãî MPI-ïðîöåññà, ïðè÷åì âíóòðè íåãî ïðîãðàììèðîâàíèå îñóùåñòâ-ëÿåòñÿ íà ÿçûêå CUDA [16℄ ñ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè ñðåäñòâàìè óïðàâëåíèÿ âíóòðåííåéèåðàðõè÷åñêîé ïàìÿòüþ. Îñîáåííîñòüþ (è íåäîñòàòêîì) GPU ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ìåä-ëåííûå êîììóíèêàöèè ñ ïàìÿòüþ CPU. Â öåëîì ñðåäñòâà MPI îáåñïå÷èâàþò îðãàíèçàöèþñèíõðîííûõ èëè àñèíõðîííûõ âû÷èñëåíèé, â òîì ÷èñëå ïðè ñîâìåùåíèè èõ âî âðåìåíè ñïåðåäà÷åé äàííûõ îò ïðîöåññîðà ê ïðîöåññîðó.Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîãî îïèñàíèÿ, ïîñòðîåíèå äàæå ãðóáîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëèâû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà íà òàêîé àðõèòåêòóðå, ñ öåëüþ åãî îïòèìèçàöèè è îöåíîê êîì-ìóíèêàöèîííûõ ïîòåðü, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå èññëå-äîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñóãóáî ýêñïåðèìåíòàëüíûìè, à îñíîâíîé èíñòðóìåíò â äàííîì ñëó÷àå �ýòî ìåòîä ïðîá è îøèáîê.Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ìàòåìàòèê-ïðîãðàììèñò ðàáîòàåò íå ñ ïóñòû-ìè ðóêàìè, à ïðè íàëè÷èè äîñòàòî÷íîãî áîãàòîãî âû÷èñëèòåëüíîãî èíñòðóìåíòàðèÿ (ãëàâ-íûì îáðàçîì áèáëèîòåêè BLAS è SPARSE BLAS [8℄, ñîäåðæàùèå îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèåîïåðàöèè ñ âåêòîðàìè è ìàòðèöàìè, â òîì ÷èñëå ðàçðåæåííûìè), ñîçäàííîãî ïðî�åññèî-íàëàìè ñ ïîìîùüþ ýêîíîìè÷íûõ ÿçûêîâûõ ñðåäñòâ íèçøåãî óðîâíÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíîóïîìÿíóòü áèáëèîòåêó CUSP [17℄ äëÿ ðåøåíèÿ íà GPU ðàçðåæåííûõ ÑËÀÓ ñ èñïîëüçîâà-íèåì ñðåäñòâ BLAS.Ïî ïîâîäó âîïðîñîâ ðåàëèçàöèè ïàðàëëåëüíûõ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ìû îòìåòèìäâå ïðîáëåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé. Ïåðâàÿ èç íèõ êàñà-åòñÿ �îðìèðîâàíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ÑËÀÓ äëÿ ïîäîáëàñòåé, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðåøàòü



íà íèæíåì óðîâíå äâóõóðîâíåâûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé. Â ñèëóñóùåñòâóþùåãî äëÿ áîëüøèíñòâà ñëó÷àåâ èçîìîð�èçìà ñåòî÷íûõ øàáëîíîâ è ïîðòðåòîâìàòðè÷íûõ ñòðîê àíàëèç äåêîìïîçèöèè ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì êàê â òåð-ìèíàõ ñåòî÷íûõ ãðà�îâ, òàê è íà ÿçûêå ìàòðè÷íûõ ãðà�îâ, â ñèëó ÷åãî óïîòðåáëÿþòñÿíàçâàíèÿ ¾àëãåáðàè÷åñêàÿ äåêîìïîçèöèÿ¿ è ¾ãåîìåòðè÷åñêàÿ äåêîìïîçèöèÿ¿. Áîëåå öåëå-ñîîáðàçíûì è åñòåñòâåííûì âûãëÿäèò ðåàëèçàöèÿ äåêîìïîçèöèè íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ñåòêè,êîãäà ìîæíî îïåðèðîâàòü èí�îðìàöèåé î ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, òî-ïîëîãè÷åñêèìè ñâÿçÿìè è ðàññòîÿíèÿìè, è ä.ð. Îäíàêî íà ïðàêòèêå çà÷àñòóþ ïðè èñïîëüçî-âàíèè áèáëèîòåêè àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøàòåëåé äåêîìïîçèöèÿ íå çàäàåòñÿ, è â òàêèõ ñëó÷àÿõ�àêòè÷åñêè òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïî êàêèì-òî êðèòåðèÿì áëî÷íóþ ñòðóêòóðó ÑËÀÓ, ïîëü-çóÿñü òîëüêî ìàòðè÷íûì CSR-�îðìàòîì. Ýòà çàäà÷à èìååò äîñòàòî÷íî âûñîêóþ èí�îðìà-öèîííóþ è ëîãè÷åñêóþ ñëîæíîñòü, îñîáåííî åñëè åå òðåáóåòñÿ ðåøèòü â ïàðàëëåëüíîì, ò.å.ðàñïðåäåëåííîì ïî ðàçëè÷íûì ïðîöåññîðàì, ðåæèìå.Ôîðìèðîâàíèå ïåðåñåêàþùèõñÿ ñåòî÷íûõ ïîäîáëàñòåé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñøèðåí-íûõ ÑËÀÓ îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì îïðåäåëÿþòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûå (ñïðèìåðíî ðàâíûì ÷èñëîì óçëîâ) ïîäîáëàñòè áåç ïåðåõëåñòà, äëÿ ÷åãî ìîãóò èñïîëüçîâàòü-ñÿ èíñòðóìåíòàðèè òèïà ïîïóëÿðíîé áèáëèîòåêè METIS [18℄ (â òîì ÷èñëå ñóùåñòâóþùåéâ ïàðàëëåëüíîì âàðèàíòå), îñóùåñòâëÿþùåé îïåðàöèè íàä ãðà�àìè. Ïðè ýòîì ïîäîáëàñòèêàêèì-ëèáî îáðàçîì óïîðÿäî÷èâàþòñÿ (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ ìàòðèöû íà áëî÷íûåñòðîêè), è â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì íóìåðóþòñÿ óçëû ñåòêè (èëè ìàòðè÷íûå ñòðîêè): ñíà÷à-ëà èäóò âñå óçëû (ñòðîêè) èç ïåðâîé ïîäîáëàñòè (áëî÷íîé ñòðîêè), çàòåì � èç âòîðîé, èò.ä. Íà âòîðîì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòåïåííîå ðàñøèðåíèå ïîäîáëàñòåé ïî ñëîÿì ñîñåäíèõóçëîâ, èëè �ðîíòîâ: ñíà÷àëà ê âíóòðåííèì óçëàì ïîäîáëàñòè ïðèñîåäèíÿþòñÿ áëèæàéøèåâíåøíèå óçëû, ÿâëÿþùèåñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè ñîñåäÿìè ê âíóòðåííèì è êîòîðûå îáðàçó-þò 1-é ñëîé ðàñøèðåíèÿ, çàòåì ê íèì àíàëîãè÷íî ïðèñîåäèíÿþòñÿ óçëû 2-ãî ñëîÿ, è ò.ä. äîçàäàííîãî àïðèîðè êîëè÷åñòâà �ðîíòîâ ðàñøèðåíèÿ.Â ìàòðè÷íîé òåõíîëîãèè ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî íà îñíîâå ãëîáàëüíîãî CSR-�îðìàòà, à ðåçóëüòàòîì ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûå ìàòðè÷íûå CSR-�îðìàòû äëÿ êàæäîé èç ðàñ-øèðåííîé ïîäîáëàñòåé (ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, òðåáóåòñÿ ïåðåíóìåðàöèÿ ìàòðè÷íûõ ñòðîêè ñòîëáöîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ èç ãëîáàëüíîé óïîðÿäî÷åííîñòè â ëî-êàëüíóþ). Åñëè ìàòðèöû ðàñøèðåííûõ ÑËÀÓ â ïîäîáëàñòÿõ �îðìèðóþòñÿ òîëüêî îäèíðàç, òî èõ ïðàâûå ÷àñòè íåîáõîäèìî ïåðåñ÷èòûâàòü â îêîëîãðàíè÷íûõ óçëàõ íà êàæäîéâíåøíåé èòåðàöèè. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ îïðåäåëÿòü ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ óçëîâ-äîíîðîâè óçëîâ-àêöåïòîðîâ, êîòîðûå ïåðåäàþò èí�îðìàöèþ îò ñâîåé ïîäîáëàñòè ê ñîñåäíèì è,íàîáîðîò, ïðèíèìàþò äàííûå.Âòîðîé òðåáóþùèé ðåøåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèé âîïðîñ � êàê è â êàêèõ ïðîñòðàíñòâàõîñóùåñòâëÿòü âíåøíèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ? Íàèáîëåå ïðÿìîé è åñòåñòâåííûé ïóòü çà-êëþ÷àåòñÿ â ðåàëèçàöèè êðûëîâñêîãî ìåòîäà íà îñíîâå �îðìóëû (7), ãäå un è f ïîëíûåâåêòîðû ñ ðàçìåðíîñòüþ, ðàâíîé ïîðÿäêó èñõîäíîé ÑËÀÓ (1), ò.å. O(h−3) â òðåõìåðíîìñëó÷àå, ãäå h åñòü õàðàêòåðíûé øàã ñåòêè. Â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä FGMRES èñïîëíÿåòñÿ âêëàñòåðíîì âàðèàíòå ñ ïîìîùüþ P MPI-ïðîöåññîâ, ÷òî òðåáóåò, â ÷àñòíîñòè, äîïîëíèòåëü-íûõ îáìåíîâ ïðè âû÷èñëåíèè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ.Îäíàêî ñóùåñòâóåò è àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, ñîñòîÿùèé â ïðîâåäåíèè âíåøíèõ èòåðà-öèé â ïðîñòðàíñòâå ñëåäîâ, ò.å. äëÿ âåêòîðîâ, îïðåäåëåííûõ òîëüêî íà ñìåæíûõ ãðàíèöàõïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäîáëàñòåé [10℄. Â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíàÿ ÑËÀÓ �îðìàëüíî ðåäóöèðó-



åòñÿ ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âíóòðåííèì óçëàì ïîäîáëàñòåé, èèòîãîâàÿ ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû ïîíèæàåòñÿ íà ïîðÿäîê, ò.å. äî O(h−2). Ïðè ýòîì ðåàëè-çàöèþ âíåøíåãî FGMRES ìîæíî îñóùåñòâëÿòü òîëüêî íà îäíîì ïðîöåññîðå, èñïîëüçóÿðàñïàðàëëåëèâàíèå îãðàíè÷åííûìè ñðåäñòâàìè OpenMP, íî ïîëíîñòüþ èçáåãàÿ ïðè ýòîìêîììóíèêàöèîííûõ ïîòåðü. Îäíàêî òàêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíîëîãèÿ èìååò ñóùåñòâåí-íûé íåäîñòàòîê � íåèçáåæíûé äå�èöèò îïåðàòèâíîé ïàìÿòè îäíîãî ïðîöåññîðà ïðè ðåøå-íèè áîëüøèõ ÑËÀÓ ñ ìàñøòàáèðóåìûì ïàðàëëåëèçìîì, òðåáóþùèì �îðìèðîâàíèÿ î÷åíüáîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïîäîáëàñòåé.×òî êàñàåòñÿ íå âû÷èñëèòåëüíûõ, à ïðîãðàììíûõ è èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé óñêî-ðåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ çàäà÷ è àëãîðèòìîâ, òî çäåñüòàêæå èìåþòñÿ çíà÷èòåëüíûå ðåçåðâû çà ñ÷åò îïòèìèçàöèè êîäà, îðãàíèçàöèè ðàçâåðòêèöèêëîâ, âûáîðà ðåæèìîâ êîìïèëÿöèè, ïðî�åññèîíàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ êîìàíäíûõ âîç-ìîæíîñòåé ñèñòåì MPI è OpenMP, è ä.ð. Êîíå÷íûé ðåçóëüòàò çäåñü â ñóùåñòâåííîé ñòåïåíèçàâèñèò îò èñêóññòâà ìàòåìàòèêà-ïðîãðàììèñòà â ñèíõðîíèçàöèè ìàññîâûõ ðàñ÷åòíûõ è îá-ìåííûõ îïåðàöèé, èìåÿ öåëüþ äîáèòüñÿ ìàêñèìóì âîçìîæíîãî â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííûõðàìîê ìàíåâðèðîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûìè ïîòîêàìè íà �èêñèðîâàííûõ �óíêöèîíàëüíûõõàðàêòåðèñòèêàõ àïïàðàòíûõ óñòðîéñòâ ÌÂÑ. Íî òàê èëè èíà÷å, ÷åëîâå÷åñêèé �àêòîð âñóùåñòâóþùèõ óñëîâèÿõ åùå èãðàåò äàëåêî íå ïîñëåäíþþ ðîëü.3. Ïðèìåðû òåõíè÷åñêèõ òðåáîâàíèé ê áèáëèîòåêàìàëãåáðàè÷åñêèõ ðåøàòåëåéÏðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ïî âû÷èñëèòåëüíîé àëãåáðå â ìèðå ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷-íî ìíîãî è äàâíî, êàê ñàìîñòîÿòåëüíîãî, òàê è â ñîñòàâå ïàêåòîâ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì,êàê êîììåð÷åñêîãî, òàê è îáùåäîñòóïíîãî. Îäíàêî áèáëèîòåê ïî èòåðàöèîííûì ïàðàëëåëü-íûì àëãîðèòìàì ðåøåíèÿ áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ÑËÀÓ èìååòñÿ íå òàê óæ ìíîãî. Ïîìèìîóæå óïîìèíàâøåéñÿ áèáëèîòåêè CUSP äëÿ GPU, ìîæíî íàçâàòü òàêèå ðàçðàáîòêè, êàêHypre [19℄, PETS
 [20℄ è Saad Software [21℄. Âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå ïðîäóêòû äëÿ ðåøå-íèÿ ñâåðõáîëüøèõ ÑËÀÓ íà ñóïåðêîìïüþòåðàõ ïåòà�ëîïíîãî ìàñøòàáà åùå æäóò ñâîåãî÷àñà, òàê ÷òî ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ ê áèáëèîòåêå àëãåáðàè-÷åñêèõ ðåøàòåëåé, ðóêîâîäñòâóÿñü â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðàêòè÷åñêèìè òðåáîâàíèÿìè, âîçíè-êàþùèìè èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Áîëåå òîãî, ìû áóäåìèñõîäèòü èç öåëåâîé ïîñòàíîâêè î ñîçäàíèè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, îðèåíòèðîâàííîãîíà øèðîêîãî êðóãà ïîëüçîâàòåëåé è ðàññ÷èòàííîãî íà äëèòåëüíûé æèçíåííûé öèêë ñ ðå-ãóëÿðíûì ðàçâèòèåì �óíêöèîíàëüíîãî íàïîëíåíèÿ, à òàêæå àäàïòèðóþùåãîñÿ ê ýâîëþöèèêîìïüþòåðíûõ àðõèòåêòóð.à. Ñîñòàâ ðåøàåìûõ çàäà÷ è àëãîðèòìîâ. Îáëàäàÿ îïðåäåëåííûì áàãàæîì çíàíèé èòåõíîëîãèé, èëè íîó-õàó, çàìàí÷èâî íà åäèíûõ ïðèíöèïàõ îõâàòèòü ÑËÀÓ ðàçëè÷íûõòèïîâ: âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ, ýðìèòîâûõ è íåýðìèòîâûõ, ïîëîæèòåëüíî îïðå-äåëåííûõ è çíàêîíåîïðåäåëåííûõ è ä.ð. Òàêóþ ñèñòåìàòèçàöèþ ìîæíî ïðîäîëæèòü äîâûäåëåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíèìû ñâåðõáûñòðûå àëãîðèòìû.Îñíîâà ñîâðåìåííûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ � ýòî ïðåäîáóñëîâëåííûå ìåòîäû âêðûëîâñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ. Îäíàêî â ýòèõ îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ èìååòñÿ îãðîìíîåðàçíîîáðàçèå âàðèàíòîâ, è âûøå ìû òîëüêî êîðîòêî îñòàíîâèëèñü íà äâóõóðîâíåâûõìåòîäàõ äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé.



á. Ïðèíöèïû îðãàíèçàöèè èíòåð�åéñà. Òðàäèöèîííûé âîïðîñ â äàííîì ñëó÷àå òàêîé �äåëàòü ëè àëãåáðàè÷åñêèé ðåøàòåëü â �îðìå ¾÷åðíîãî ÿùèêà¿ èëè, íàîáîðîò, â êà-÷åñòâå ïîëíîñòüþ îòêðûòîãî ïîëüçîâàòåëþ è íàñòðàèâàåìîãî íà êîíêðåòíûå çàäà÷èèíñòðóìåíòà? Âîçìîæíû, êîíå÷íî, è ðàçëè÷íûå êîìïðîìèññíûå ¾ñåðûå¿ âàðèàíòû.Öåëåñîîáðàçíûå ðåøåíèÿ, åñòåñòâåííî, çàâèñÿò îò òîãî, íà êàêîãî òèïà ïîëüçîâàòåëÿðàññ÷èòàí ïðîãðàììíûé ïðîäóêò. Íàèáîëåå ðåàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ðåøà-òåëü íóæåí íå â àâòîíîìíîì âàðèàíòå, à âñòðàèâàåìûé â óæå ñóùåñòâóþùèé ÏÏÏ.Òðàäèöèîííàÿ �îðìà óíèâåðñàëüíîé ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè èòåðàöèîííîãî ìåòîäàêðûëîâñêîãî òèïà òàêîâà: øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå BLAS-îâñêèõ �óíêöèé äëÿ âåê-òîðíûõ îïåðàöèé, à òàêæå îòêðûòîñòü äëÿ âíåøíèõ ïðîöåäóð óìíîæåíèÿ âåêòîðàíà ìàòðèöó èñõîäíîé ÑËÀÓ è íà ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü. Òàêîå àáñòðàãèðîâàíèå èçíà-÷àëüíî çàêëàäûâàåòñÿ â êîíöåïöèþ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,íàïðèìåð, â ÿçûêå Ñ++. Îäíàêî õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ÷ðåçìåðíûé óíèâåðñàëèçì �ýòî âðàã ý��åêòèâíîñòè è ýêîíîìè÷íîñòè.Îòñþäà âîçíèêàåò íåìàëîâàæíûé âîïðîñ � êàê âñòðàèâàòü â øèðîêî-�îðìàòíóþ áèá-ëèîòåêó ñïåöèàëüíûå ñâåðõáûñòðûå àëãîðèòìû äëÿ ÷àñòíîãî âèäà ÑËÀÓ, êîòîðûå íåóêëàäûâàþòñÿ â îáùóþ âûøåïðèâåäåííóþ ñõåìó? Íàïðèìåð, ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü èëèäàæå îäíà èç ïîäîáëàñòåé ìîãóò äîïóñêàòü ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ è, êàê ñëåäñòâèå,ïðèìåíåíèå áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ), êîòîðîå î÷åíü æàëü áûëî áû çà-ïðåùàòü ê èñïîëüçîâàíèþ.â. Ïðîáëåìà ïåðåèñïîëüçîâàíèÿ ïðîãðàìì. �àçðàáîòàííîå êîìïüþòåðíûì ñîîáùåñòâîìïðèêëàäíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò îãðîìíûé èíòåëëåêòóàëüíûé ïî-òåíöèàë, è óìåíèå åãî èñïîëüçîâàòü äàåò çàâåäîìîå ïðåèìóùåñòâî ðàçðàáîò÷èêàì ïðî-ãðàììíîãî ïðîäóêòà. Â ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè îáñòîÿòåëüñòâàõ ýòî îçíà÷àåò, â ïåðâóþî÷åðåäü, íàëè÷èå ïåðâîêëàññíûõ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ ïðÿìûå ìåòîäû, êîòîðûåìîæíî è íóæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ â ïîäîáëàñòÿõ.ã. Âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà è îðãàíèçàöèÿ áèáëèîòåêè. Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ïî-ñòðîåíèÿ áèáëèîòåêè àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøàòåëåé � ýòî ñîçäàíèå êàòàëîãèçèðîâàííî-ãî è ñèñòåìàòèçèðîâàííîãî õðàíèëèùà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà àëãîðèòìîâ, èç êîòîðî-ãî ñïåöèàëüíûìè êîí�èãóðàöèîííûìè ñðåäñòâàìè ìîæåò �îðìèðîâàòüñÿ êîíêðåòíàÿâåðñèÿ ïðîäóêòà äëÿ îïðåäåëåííûõ óñëîâèé ýêñïëóàòàöèè. Áîëåå ïðèìèòèâíûé ïîä-õîä � êîíêðåòíàÿ ïðîãðàììà ïðîñòî âûíèìàåòñÿ èç õðàíèëèùà (ïåðåïèñûâàåòñÿ â�àéë) è îòòîðãàåòñÿ. Òðåòèé, è íàèáîëåå ïðîäâèíóòûé, ñïîñîá ñóùåñòâîâàíèÿ ïðè-êëàäíîé áèáëèîòåêè ñîñòîèò â ñîçäàíèè áàç äàííûõ äëÿ òèïîâûõ ÑËÀÓ, äëÿ ðåçóëü-òàòîâ èõ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûìè àëãîðèòìàìè, à òàêæå â îðãàíèçàöèè òðåíèíãà è îáó-÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëüçîâàòåëåé.Ñïèñîê òåõíîëîãè÷åñêèõ è ïðèìûêàþùèõ îðãàíèçàöèîííûõ âîïðîñîâ ïî ñîçäàíèþ áèá-ëèîòåêè ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ÑËÀÓ ìîæíî áûëî áûçíà÷èòåëüíî ïðîäîëæèòü (ìíîãîÿçû÷íîñòü è ìíîãîâåðñèîííîñòü, ïëàò�îðìîíåçàâèñèìîñòü,âíóòðåííèå ñðåäñòâà ðàçâèòèÿ è àäàïòèðóåìîñòè, ñîïðîâîæäåíèå, äîêóìåíòèðóåìîñòü, ëè-öåíçèîííîñòü è ä.ð.). ×àñòè÷íî ýòè âîïðîñû áûëè ðåøåíû ðàçðàáîò÷èêàìè áèáëèîòåêèKRYLOV, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà ñòàäèè îïûòíîé ýêñïëóàòàöèè â ÈÂÌèÌ� ÑÎ �ÀÍ â àâ-òîðñêîì ñîïðîâîæäåíèè.�åæèì èñïîëíåíèÿ â áèáëèîòåêå KRYLOV ìîæíî íàçâàòü ïîëóàâòîìàòè÷åñêèì, èëè âñòèëå ¾ñåðîãî ÿùèêà¿. Âíåøíèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïî âõîäíîìó çàäàíèþ ïîëüçîâàòåëÿ
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